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АННОТАЦИЯ
В статье предложен теоретически обоснованный и вычислительно эффективный алгоритм для выявления критически 
значимых («мостовых») ребер в многослойных социальных графах. Суть подхода заключается в последовательном 
применении трех процедур: 1) cпектральное укрупнение каждого слоя графа — ​сжатие с сохранением ключевых 
спектральных свойств (в частности, лапласиана) и локальной резистивной структуры; 2) приближенная оценка ребер-
ной посреднической центральности — ​расчет значимости ребер с учетом весов слоев и кросс-слойных взаимодей-
ствий; 3) жадное покрытие кратчайших путей — ​итеративный отбор ребер, максимизирующих фрагментацию графа 
при минимальном числе удалений. Определены ключевые свойства алгоритма: сохраняет надпороговую связность 
остаточного графа (через контроль второго собственного значения лапласиана); ограничивает рост эффективного 
диаметра после удаления ребер; обеспечивает (1–1/e) — ​аппроксимацию оптимального покрытия кратчайших путей; 
устойчив к шумовым возмущениям и вариациям весов слоев; имеет асимптотическую сложность O(Ln log n + km log n),  
что существенно ниже классических методов. Практическая значимость — ​в задачах мониторинга распространения 
информации, оценки структурной уязвимости сетей и прогнозирования каскадных сбоев в многослойных структу-
рах (социальные платформы, транспортные и коммуникационные сети). Ограничения связаны с предположением 
о распространении по кратчайшим путям, априорной агрегацией слоев и отсутствием учета временной динамики.
Ключевые слова: многослойный (мультиплексный) социальный граф; посредническая центральность ребра; спектраль-
ное укрупнение (coarsening); критические мостовые ребра («мосты влияния»); сублинейная сложность вычислений; 
межкластерные ребра; жадное покрытие путей; лапласиан графа
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ABSTRACT
The paper proposes a theoretically grounded and computationally efficient algorithm for identifying critically important 
(“bridge”) edges in multilayer social graphs. The approach consists of three sequential procedures: 1) spectral coarsening of 
each graph layer — ​compression while preserving key spectral properties (in particular, the Laplacian) and the local resistive 
structure; 2) approximate estimation of edge betweenness centrality — ​computing edge importance with layer weights and 
cross-layer interactions taken into account; 3) greedy shortest-path coverage — ​iteratively selecting edges that maximize 
graph fragmentation while minimizing the number of removals. The key properties of the algorithm are established: it 
preserves above-threshold connectivity of the residual graph (via control of the second Laplacian eigenvalue); limits the 
growth of the effective diameter after edge removals; provides a (1 – 1 / е) approximation to the optimal shortest-path 
cover; is robust to noise perturbations and variations in layer weights; and has asymptotic complexity O(Ln log n + km log n),  
which is substantially lower than that of classical methods. The practical significance lies in monitoring information 
diffusion, assessing structural vulnerability, and predicting cascading failures in multilayer infrastructures (social platforms 
as well as transportation and communication networks). Limitations include the assumption of shortest-path propagation, 
a priori layer aggregation, and the lack of an explicit temporal dynamics model.
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ВВЕДЕНИЕ
Социальные сети, рассматриваемые как графы вза-
имодействий, демонстрируют выраженную кла-
стерную (модульную) структуру: плотные группы 
вершин соединены лишь редкими межкластер-
ными ребрами — ​«слабыми связями» [1]. Наличие 
таких связей, образующих мосты между сообщест-
вами, обусловливает свойства малых миров и вы-
сокую скорость диффузии информации в сетях [2].

Многослойный (мультиплексный) социальный 
граф представляет собой модель, где участники 
сети одновременно присутствуют в нескольких 
«слоях», причем каждый из них фиксирует опре-
деленный тип взаимодействия. Различные слои 
отображают отдельные контексты отношений — ​
например, рабочие контакты, семейные связи или 
подписки в социальных медиа. Такая организация 
позволяет рассматривать разнородные связи од-
новременно и прослеживать, как они влияют друг 
на друга при распространении информации, фор-
мировании групп или каскадных сбоях.

Формальная постановка задачи выделения 
сообществ предложена в  работах М. Гирвана 
и М. Ньюмана, где критические ребра определялись 
через посредническую центральность (алгоритм 
Гирвана-Ньюмана) [3]. Дальнейшее развитие по-
лучила спектральная оптимизация модулярности, 
позволяющая количественно оценивать качество 
разбиения сети на сообщества. Увеличение объе-
ма и гетерогенности сетевых данных обусловило 
переход исследователей к многослойным моделям, 
позволяющим одновременно учитывать различ-
ные типы социальных взаимодействий. Подробные 
обзоры методов построения и анализа таких си-
стем приведены в обобщающих работах Кивеля [4] 
и Боккалетти [4] и их соавторов. Многослойность 
усложняет выявление мостов: связь, незначимая 
в одном слое, может оказаться критичной в агре-
гированном контексте.

Классический алгоритм Гирвана-Ньюмана име-
ет вычислительную трудоемкость ( )2O n m  для не-
взвешенных графов [5], что делает его чрезмерно 
затратным для анализа больших сетей. Для уско-
рения предлагаются огрубление и разрежение 
графов с сохранением спектральных свойств [6], 
приближенные выборочные алгоритмы оценки 
центральности [7] и  процедуры спектрально-
устойчивого коарсининга вершин [8].

 Несмотря на существенный прогресс в трех вза-
имосвязанных направлениях комплексного мето-
да, который бы одновременно учитывал природ-
ную многослойность взаимодействий, обеспечивал 
гарантированную ( )1  +ε  — ​аппроксимацию по-
среднической центральности ребер при вероятно-
сти 1  −δ и обладал сублинейной по числу ребер 
вычислительной сложностью, в рецензируемых 
источниках на сегодняшний день не опубликовано. 
Следовательно, создание алгоритма, совмещаю-
щего перечисленные свойства, остается открытой 
задачей, что определяет его научную значимость.

CТРУКТУРНО-ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ 
ХАРАКТЕРИСТИКИ ГРАФОВ 

СОЦИАЛЬНЫХ СЕТЕЙ
Структурная организация графов социальных се-
тей выявляет совокупность универсальных зако-
номерностей, подтвержденных эмпирическими 
исследованиями:

1. Cтепенное распределение числа инциден-
тных ребер, возникающее вследствие преференци-
ального присоединения, формирует малочислен-
ные высоко степенные вершины-«хабы», опреде-
ляющие устойчивость сети [9].

2. Cокращенная средняя длина кратчайших пу-
тей при одновременно высоком коэффициенте 
кластеризации свидетельствует о «малом мире» 
и доминировании триадного замыкания [10].

3. Наличие выраженной модульной иерархии, 
выявляемой метрикой модульности и k-core-де-
композицией, обеспечивает сегментацию на ква-
зиавтономные сообщества [3].

Индекс k-core — ​это максимальный размер k, 
при котором вершина принадлежит k-ядру графа 
(максимальному подграфу, в котором каждая вер-
шина имеет степень не меньше k). Для ориентиро-
ванного взвешенного графа вводится ( , in outk k ) — ​
ядро как множество вершин, удовлетворяющих 
условиям:

           
( ) ( ): :

,  . 
→ ∈ → ∈

≥ ≥∑ ∑li in lj out
l l i E l l j E

w k w k  � (1)

Таким образом, ядро определяет область графа, 
обладающую повышенной локальной плотностью 
и внутренней связанностью, которая сохраняет-
ся при итеративном удалении менее устойчивых 
элементов.
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4. Самоподобная фрактальная топология, на-
блюдаемая на различных масштабах измерения, 
указывает на инвариантность структурных харак-
теристик при агрегации подграфов [11].

При укрупнении сети, т. е. при объединении 
соседних вершин в «коробки» заданного разме-
ра, число таких коробок убывает по степенному 
закону. Постоянство показателя фрактальной раз-
мерности на разных масштабах означает, что после 
агрегирования сохраняются ключевые свойства 
графа: распределение степеней (сколько связей 
у  вершин), коэффициент кластеризации (доля 
«треугольников» дружбы) и спектральные меры 
связности (числа, характеризующие целостность 
графа). Тем самым укрупненная сеть остается то-
пологически эквивалентной исходной, а оценки 
«мостов влияния» остаются корректными (рис. 1).

Сп ецифика интеграции слабосвязанных компо-
нент и выявления «мостов влияния» в многослой-
ных социальных графах определяется синергией 
трех взаимодополняющих механизмов.

Во-первых, слабые связи формируют стати-
стически оптимальный остов, минимизирующий 
избыточность при сохранении надкритической 
связности. Эмпирический анализ 18 реальных 
сетей показал, что остовы низкого сходства (LS-)
сохраняют периферийные узлы и не ухудшают 
транспортную эффективность даже при 80%-ной 
редукции ребер [12].

Во-вторых, посреднические позиции субъектов, 
располагающихся на границе структурных дыр, 
служат скрытыми каналами распространения но-
ваций и обеспечивают «сшивку» кластеров без уве-
личения локальной транзитивности. Метаанализ 
организационных и межгосударственных сетей 
показывает, что выгода от закрытия неоспарива-
емых структурных дыр статистически выше, чем 
от разделяемых [13].

Третий механизм основан на реберной посред-
нической центральности. На базе тензорного 

представления многослойных графов вводится 
индекс универсальности, измеряющий, насколько 
стабильно ребро остается значимым во всех слоях, 
и тем самым отражающий его межслойную по-
средническую функцию [14]. Для учета различной 
нагруженности слоев применяется нормированная 
посредническая значимость normG  [15].

Различие порядков весовых коэффициентов 
на ребрах отдельных слоев мультиплексного со-
циального графа приводит к систематическому 
смещению спектральных и стохастических ха-
рактеристик: при непосредственной агрегации 
«тяжелый» слой доминирует, завышая степень, 
силу и центральность принадлежащих ему вершин 
и тем самым маскируя трансслойные узлы-мосты, 
критически важные для интеграции сети.

Комплексный учет указанных факторов позво-
ляет конструировать устойчивые алгоритмы агре-
гации фрагментов и согласованную маршрутиза-
цию информации в динамических многослойных 
сетях.

теоРИко-гРаФовая МоделЬ 
И Исходные оПРеделенИя

Многослойное представление социальной сети 
возникло как ответ на эмпирический факт: один 
и тот же пользователь поддерживает разнотип-
ные взаимоотношения —  дружеские, професси-
ональные, семейные, медийные —  которые ре-
ализуются параллельными, но структурно вза-
имозависимыми каналами связи. Классическая 
одномерная модель графа теряет эту гетероген-
ность, поскольку сворачивает все взаимодейст-
вия в единственное множество ребер. Введение 
системы слоев позволяет описать социальную 
систему более точно, фиксируя контекст каждой 
связи и обеспечивая аналитическую основу для 
учета межслойной корреляции, «перекрестных» 
эффектов и каскадных процессов. В дальнейшем 
такие многослойные графы служат базисом для 

Рис. 1 / Fig. 1. укрупнение сети / network enlargement
Источник / Source: составлено авторами / Complied by the authors.
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формального вывода спектральных характери-
стик, анализа посреднической роли ребер и по-
строения оптимальных остовов, что непосредст-
венно требуется для задач выявления критиче-
ских мостов влияния и агрегации слабосвязанных 
компонент.

Под многослойным социальным графом пони-
мают упорядоченную тройку

                         ( ), , ,=G V E   (2)

где V  —  общая совокупность акторов (пользова-
телей);
  —  конечное множество слоев, каждый из кото-
рых фиксирует однородный тип социального вза-
имодействия;
E  —  семейство множеств ребер, причем

             ( ) ( ) ( )
0,   : ≥⊆ × →k k kE V V w E  ,  (3)

где ( )kw  задает вес (силу) связи в слое k .
Таким образом, один и тот же контекст «актор- 

актор» может присутствовать в нескольких слоях, 
но с разными весами и семантикой (рис. 2).

Для строгого описания мультиплекс- графа ка-
ждому актору сопоставляется совокупность его 
проявлений в отдельных слоях [17].

Пара , ∈ ×i kv L V   называется вершиной- 
слоем (node-layer), таким образом, в мультиплек-
сной модели один и тот же пользователь представ-
лен логически самостоятельными вершинами, 
каждая из которых отражает связи лишь своего 
слоя.

Внутрислойное ребро соединяет вершины-слои, 
принадлежащие одному слою (4).

                    , , .− ∈ k
i k j kv L v L E   (4)

Межслойное (интерслойное) ребро связывает 
разные проявления одной и той же вершины (5).

                 , , ,  l.− ≠i k j kv L v L k   (5)

Такую связь удобно рассматривать как фиктив-
ную дугу с весом 0≥klw , отражающим степень 
согласованности поведения пользователя между 
слоями.

Для численного анализа вводится супраматрица 
смежности (6).

         

( )

( )

( )

1
12 1

2
sup 21 2

1 2

 Ω … Ω
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=  
 
 Ω Ω … 

   

p

p

p
p p

A

A
A

A

  (6)

где ( )kA  —  обычная матрица смежности слоя kL ;
Ω =lk lk nw I  —  диагональный блок, связывающий 

клоны вершины между слоями;  nI — единичная 
матрица порядка n.

Такое блочное представление позволяет при-
менять стандартные спектральные методы сразу 
ко всей системе слоев, не теряя информации об их 
внутренней структуре.

Таким образом, введенное представление «вер-
шина-слой» обеспечивает однозначное кодирова-
ние гетерогенных отношений и служит фундамен-
том для дальнейшего спектрального укрупнения 
и оценки межслойных мостов влияния.

Социальные сети демонстрируют набор стати-
стически устойчивых показателей, которые суще-
ственно отличают их от случайных или инженер-
ных графов. Ниже приводятся ключевые метрики, 
сопровождаемые формальными определениями.

Для неориентированного слоя kL  пусть ( )k
iL — 

степень вершины iv . Эмпирически функция (7):

               ( ) ~ ,  2 3,− γ < γ <P k k   (7)

где k  —  степень вершины, количество ребер, ин-
цидентных данной вершине;
( )P k  —  вероятность того, что случайно выбран-

ная вершина имеет степень ;k
γ  —  показатель степени распределения, характе-
ризующий скорость убывания вероятности ( )P k  
при росте k .

Спектральные свойства многослойного графа 
рассматриваются через призму коарснинга —  про-
цедуры сжатия графа с сохранением его спектра 
лапласиана. Cпектральное укрупнение (коарснинг) 
обеспечивает приближенное равенство вторых 
собственных значений графов до и после агрега-
ции, если укрупнение производится с сохранением 
локальной резистивной структуры.

Рис. 2 / Fig. 2. Многослойный граф / multilayer graph
Источник / Source: Figure 1 “An example of a layered graph” [16].
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ОПИСАНИЕ  
ПРЕДЛАГАЕМОГО АЛГОРИТМА

Целью данного алгоритма является эффективное 
выявление критических межкластерных ребер — ​
так называемых «мостов влияния» — ​в много-
слойных социальных графах с контролируемым 
уровнем аппроксимации и масштабируемостью. 
Алгоритм включает три последовательных эта-
па: спектральное укрупнение, локальную оценку 
посреднической значимости и жадное покрытие 
путей.

Первый этап предлагаемого алгоритма на-
правлен на уменьшение размерности каждого 
слоя многослойного графа с сохранением его гло-
бальных структурных свойств. Это достигается 
посредством спектрального укрупнения (spectral 
coarsening), т. е. сжатия графа за счет агрегации схо-
жих вершин и упрощения топологии при контроле 
спектральной ошибки лапласиана. Многослойные 
социальные графы, как правило, содержат десятки 
тысяч вершин и миллионы ребер, что делает пря-
мой расчет метрик посредничества вычислительно 
неэффективным. При этом большинство внутри-
кластерных ребер малозначимы для глобальной 
связности, и именно межкластерные мосты опре-
деляют структуру информационных потоков. Сле-
довательно, агрегирование локально однородных 
областей графа позволяет сфокусироваться на 
структурно значимых зонах и существенно сокра-
тить сложность последующих вычислений.

Алгоритм укрупнения реализуется индивиду-
ально для каждого слоя мультиплексного графа. 
В каждом из них выполняется агрегация кластеров 
на основе спектральной близости лапласианов, 
которая измеряется нормой разности соответст-
вующих матриц. Такая процедура позволяет со-
хранить ключевые модальности взаимодействий 
внутри слоя и избежать искажения межкластерных 
связей, критичных для диффузионных процессов. 
Подобный подход впервые формализован в работе 
Я. Джина и соавт. [7], где представлена методика 
построения мультимасштабных спектральных 
аппроксимаций с сохранением узловых инвари-
антов. Более современные разработки, такие как 
Multilevel Graph Coarsening [14], реализуют итера-
тивное объединение пар вершин с максимальной 
топологической схожестью, используя спектраль-
ную регуляризацию на основе первого собствен-
ного вектора.

Особый интерес представляют методы, приме-
няющие спектральную агрегацию в многослойных 
графах. В работе [15] предложен подход Multilayer 
Spectral Graph Clustering, обеспечивающий выпу-
клое объединение слоев с контролем за структур-

ным весом каждого слоя. Этот принцип использу-
ется и в настоящей статье: при укрупнении каждый 
слой агрегируется с учетом весового коэффици-
ента, отражающего его значимость в глобальной 
топологии сети.

Для стабилизации спектра используется метод 
спектральной реконструкции, при котором сохра-
няется ограниченная погрешность (8):

                  ( ) ( ) ( ) ( )
2 ,− ≤ ε

l l l lL LФ Ф  � (8)

где ( )lL  — ​исходный лапласиан слоя l;
( )


lL  — ​лапласиан укрупненного графа;
( )lФ  — ​матрица проекции;

ε  — ​допустимая спектральная ошибка.
Такой подход обеспечивает теоретическую схо-

димость и интерпретируемость модели.
Укрупненные слои далее объединяются в интег-

ральный граф, на котором проводится дальнейшая 
обработка — ​выявление критических межкластер-
ных ребер. Таким образом, спектральное укрупне-
ние выступает не только средством уменьшения 
размерности, но и способом сохранения тополо-
гических индикаторов важности связей в условиях 
многослойной гетерогенности.

Одной из ключевых метрик для выявления 
критических связей в графах является реберная 
посредническая центральность — ​мера, отражаю-
щая, насколько часто данное ребро встречается на 
кратчайших путях между всеми парами вершин. 
Однако в контексте многослойных (мультиплек-
сных) графов применение данной метрики требует 
дополнительных допущений и методов агрегации. 
Прямое использование классического определения 
центральности ведет к недооценке межслойных 
эффектов, поскольку один и тот же узел может 
участвовать в нескольких слоях с различной зна-
чимостью и различной топологической ролью.

Современные исследования показывают, что 
при переходе к мультиплексной структуре необ-
ходимо вводить обобщенные метрики посредни-
чества, учитывающие как внутрислойные кратчай-
шие пути, так и кросс-слойные взаимодействия 
[19, 20]. Так, Де Доменико и его коллеги [21] ввели 
подход сквозной (cross-layer) центральности, при 
котором путь может проходить через вершины, 
расположенные в разных слоях, а центральность 
ребра определяется по совокупности таких тран-
сверсальных маршрутов. Это позволяет учитывать 
эффекты косвенного влияния и латентного посред-
ничества, которые не видны при анализе каждого 
слоя по отдельности.

Эмпирические исследования [22] предлагают 
тензорное представление мультиграфа, в рамках 
которого центральность ребра определяется как 
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сумма его вкладов во все модальности взаимодей-
ствия, с последующим взвешиванием по значимо-
сти каждого слоя. В предлагаемом подходе расчет 
посреднической центральности ограничивается 
подмножеством межкластерных ребер укрупнен-
ного графа, что обеспечивает как снижение вычи-
слительной сложности, так и акцент на наиболее 
важные транзитивные связи.

Вычисление производится согласно стандар-
тной формуле (9):

                        ( ) ( ) ,
≠

σ
=

σ∑ st

s t st

e
EBC e  � (9)

где σst  — ​число кратчайших путей между верши-
нами s и t;

( )σst e  — ​число путей, проходящих через ребро e.
В  мультисетевом контексте дополнительно 

вводится нормированная посредническая зна-
чимость (10):

              ( ) ( ) ( )
1

,
=

= ⋅∑
L

l
l

l

NEBC e w EBC e  � (10)

где lw  — ​вес l-го слоя, отражающий его относи-
тельный вклад в глобальную структуру графа. 
Данный вес может определяться на основе плот-
ности слоя, степени его кластеризации или экзо-
генной информации о значимости типа взаимо-
действия.

Применение нормированной центральности 
обеспечивает стабильность результата при изме-
нении структуры отдельных слоев и позволяет вы
явить те ребра, чья посредническая роль сохраняет-
ся в разных модальностях. Эмпирически показано, 
что удаление верхних 1% ребер по данной метрике 
приводит к увеличению эффективного диаметра 
графа более чем в два раза, что подтверждает ее 
эффективность в контексте структурной уязвимо-
сти [13].

В завершающей фазе предложенного алгоритма 
осуществляется отбор подмножества ребер, уда-
ление которых обеспечивает максимальное фраг-
ментирование графа, нарушая его связанность по 
кратчайшим путям. Основу составляет метод по-
крывающей эвристики, реализуемой через жад-
ную стратегию отбора: на каждом шаге из текущего 
множества межкластерных ребер выбирается то, 
которое перекрывает наибольшее количество уни-
кальных кратчайших маршрутов между вершина-
ми. Введенная таким образом процедура миними-
зации пути реализует приближение к NP-трудной 
задаче разбиения графа при ограниченном числе 
удалений, а также обеспечивает устойчивую изби-
рательность по отношению к наиболее значимым 
ребрам.

Использование жадных стратегий покрытия 
кратчайших путей получило широкое распростра-
нение в исследованиях структурной уязвимости 
графов. В недавней работе [23] предлагается метод 
итеративного удаления ребер, максимизирующих 
число перекрываемых путей, как приближение 
к оптимальной атаке на связанность. Подобная 
процедура позволяет с высокой точностью опреде-
лять минимальные разделяющие множества ребер, 
необходимых для дезинтеграции транспортных 
или социальных сетей. В частности, при анализе 
различных топологий было показано, что уже по-
сле удаления 1–2% наиболее «перекрывающих» 
ребер эффективный диаметр графа увеличивается 
в несколько раз, тогда как случайное удаление того 
же числа ребер оказывает существенно меньший 
эффект.

Другая линия исследований касается примене-
ния аналогичных эвристик в задачах устойчивости 
и уязвимости: например, работа [24] использует 
метод жадного охвата для формирования опти-
мального плана восстановления разрушенной до-
рожной инфраструктуры, минимизируя совокуп-
ную задержку.

В предлагаемом алгоритме критерий отбора 
ребер формализуется как отношение числа покры-
тых кратчайших путей к весу ребра, что позволя-
ет сбалансировать эффект удаления с его «ценой» 
в мультислойной агрегации. Итерации выполня-
ются до достижения порогового значения метрики 
глобальной связанности либо до исчерпания ребер, 
способных внести вклад в фрагментацию. Такой 
подход не только обеспечивает интерпретируе-
мость результата, но и сохраняет вычислительную 
эффективность благодаря локальному пересчету 
покрытия без необходимости полной реконструк-
ции путей.

Для повышения воспроизводимости и практи-
ческой применимости алгоритма в настоящем 
разделе формализуется его пошаговая структура 
в виде псевдокода. Представление алгоритма на 
абстрактном уровне позволяет выделить ключевые 
вычислительные блоки, определить критические 
операции и провести оценку асимптотической 
сложности, сохраняя при этом независимость от 
конкретной реализации.

Анализ асимптотической сложности предлага-
емого на рис. 3 алгоритма требует рассмотрения 
трудоемкости трех его компонентов: спектрально-
го коарснинга, оценки реберной посреднической 
центральности и жадного покрытия кратчайших 
путей. Каждый из этих этапов реализуется с ис-
пользованием методов, допускающих строгую 
верхнюю оценку сложности, при этом совокупная 
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сложность всей процедуры оказывается сублиней-
ной по числу ребер полного многослойного графа, 
что существенно отличает ее от классических алго-
ритмов, ориентированных на полные вычисления 
центральности.

Спектральное укрупнение графа выполняется 
независимо для каждого слоя мультисетевой струк-
туры и основано на сохранении спектра лапласи-
ана при агрегации вершин. При использовании 
многоуровневых и спектрально устойчивых схем 
достигается сложность порядка ( ) log O n n  для 
слоя с  n  вершинами и ограниченной степенью. 
Современные алгоритмы коарснинга, адаптиро-
ванные к многослойным представлениям, также 
обеспечивают линейную сложность при сохране-
нии лапласиановых приближений с гарантирован-
ной точностью [25].

Оценка реберной посреднической центрально-
сти ограничена только межкластерными ребрами 
укрупненного графа. Это существенно снижает 
объем необходимых вычислений по сравнению 
с классическим алгоритмом Брандеса, требующим 
( )O nm  для невзвешенного графа [26], а для взве-

шенных — ​ ( )2log +O nm n n . В современных при-
ближенных подходах, таких как метод на основе 

выборочной выборки путей и усредненной цен-
тральности [6], вычислительная сложность сокра-
щается до ( ) log O km n , где k  — ​число кластеров. 
Поскольку укрупнение предварительно уменьшает 
размерность графа, итоговая оценка оказывается 
сублинейной по числу ребер исходной мультисети.

Заключительный этап — ​жадное покрытие крат-
чайших путей — ​реализуется как итеративный вы-
бор ребер с наибольшим вкладом в множество 
кратчайших путей. Согласно результатам исследо-
вания [19], такой жадный алгоритм обеспечивает 
приближение к оптимальному разбиению с вычи-
слительной сложностью ( ) log O m n . При условии 
эффективной поддержки приоритетных очередей 
(например, через Fibonacci-heap). Выбор критерия 
отношения «число путей / вес ребра» позволяет 
учитывать важность каждого ребра не только струк-
турно, но и в контексте слоевой нагрузки, что по-
вышает эффективность отбора.

Суммарная трудоемкость предлагаемого алго-
ритма не превышает ( )  log    log .⋅ +O L n n km n  Со-
вокупная оценка, представленная в разделе ана-
лиза сложности, остается линейно зависящей от 
числа ребер. Даже с учетом укрупнения и ограни-
чения вычислений межкластерными ребрами, пе-

Рис. 3 / Fig. 3. Листинг — ​псевдокод* алгоритма выделения критических ребер /  
Listing — Pseudocode* of the Algorithm for Selecting Critical Edges
Источник / Source: составлено авторами / Complied by the authors.

Примечание / Note: * псевдокод приведен в абстрактной форме и может быть реализован на любом языке программирования / 

The pseudocode is presented in an abstract form and can be implemented in any programming language.

Вход: Многослойный граф G = {E^{(1)}, ..., E^{(L)}},  
веса слоев {ωₗ} 

Выход: Множество критических ребер B 
 
1. Для каждого слоя l: 
       выполнить спектральное укрупнение → G^{(l)}' 
2. Объединить все укрупненные слои в граф G' 
3. Рассчитать посредническую центральность EBC(e) для межкластерных 

ребер e ∈ G' 
4. Вычислить нормированную значимость NEBC(e) с учетом весов слоев 
5. Инициализировать B ← ∅ 
6. Пока эффективный диаметр ≤ порога: 
       выбрать e* = argmax_e [NEBC(e) / вес(e)] 
       B ← B ∪ {e*} 
       удалить e* из G' 
       обновить NEBC(e) локально 
7. Вернуть B 
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реход к сублинейной сложности возможен лишь 
при наложении строгих условий на структуру гра-
фа. В частности, необходимо указать, для каких 
распределений размеров кластеров достигается 
подобное ускорение и какие ограничения на пара-
метр α подтверждаются эмпирическими данными. 
Без этого доказательства утверждение о сублиней-
ной асимптотике остается гипотезой и должно 
быть интерпретировано как направление для бу-
дущей работы.

АНАЛИТИЧЕСКОЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО 
СВОЙСТВ АЛГОРИТМА

Рассматриваемый алгоритм объединяет несколь-
ко приближенных процедур: спектральный коар-
снинг слоев, локальную оценку реберной посред-
нической центральности и итеративное покрытие 
кратчайших путей. Ниже строго доказываются 
следующие свойства: сохранение надпороговой 
связности остаточного графа; ограниченность 
роста эффективного диаметра после удаления 
ребер; гарантированная аппроксимация посред-
нической центральности; устойчивость выборки 
к шуму и чувствительность результата к весовым 
параметрам слоев.

1. Сохранение надпороговой связности по-
сле удаления ребер.

Пусть ( ), =G V E  — ​агрегированный граф, по-
лученный после спектрального укрупнения муль-
тисети, и  E⊂B  — ​множество удаленных ребер. 
Если

                       ( )2 / 0 ,λ ≥ δ >G BL  � (11)

то результирующий граф /′ =G G B  сохраняет сла-
бую связность и остается экспандером порядка δ, 
L  — ​лапласиан графа, 2λ  — ​его вторая собствен-
ная величина (алгебраическая связность) (11).

При удалении ребер, не принадлежащих осто-
вам и выбираемых по центральности, с контролем 
спектрального зазора [27], сохраняется несжимае-
мая компонента. Метод коарснинга допускает пере-
стройку лапласиана с контролируемой ошибкой [28].

2. Гарантированная аппроксимация посред-
нической центральности. При оценке посредни-
ческой центральности только на множестве меж-
кластерных ребер укрупненного графа среднеква-
дратичное отклонение приближенной метрики от 
точного значения на исходном графе ограничено 
сверху (12):

       ( )  ( )
2

2
'  . − ≤ε  

GGE EBC e EBC e  � (12)

Зависимость ε  от глубины коарснинга и локаль-
ного числа кластеров отражает степень потери 
маршрутной детализации при агрегации кратчай-

ших путей: чем грубее укрупнение и чем больше 
локально «склеиваемых» кластерных альтернатив, 
тем сильнее искажается вклад межкластерных ре-
бер и тем выше верхняя граница ошибки.

По результатам исследования [6], такая оценка 
соответствует вероятностной ( )1  , 1  ±ε −δ  — ​ап-
проксимации центральности при выборке мар-
шрутов по Радемахеровской схеме.

3. Приближенная оптимальность жадного 
покрытия кратчайших путей.

Функция ( )f B , определяющая долю покрытых 
кратчайших маршрутов при удалении ребер B, 
является монотонной и подмодулярной. Тогда жад-
ный алгоритм покрытия путей (13), на каждом 
шаге выбирающий ребро

    
{ }( ) ( )
( )

*
/

 e
arg ,∈

∪ −
= e E B

f B f B
e max

w e
�  (13)

обеспечивает приближение ( )1 1/ e−  от оптималь-
ного покрытия при фиксированном бюджете уда-
ления. Это классический результат для жадного 
подмодулярного покрытия [24], адаптируемый 
к взвешенному варианту при условии линейности 
стоимости удаления.

4. Устойчивость к шуму и случайным воз-
мущениям.

Пусть в  граф добавляется подмножество 
⊆ ×noiseE V V , размером η⋅ E , ребра которого вы-

бираются случайно. Тогда с вероятностью ( )1  −δ η  
множество выбранных критических ребер B  оста-
ется неизменным в доле не менее ( )1  − ε η , где обе 
функции стремятся к нулю при 0η→ . Это следует 
из устойчивости спектра лапласиана к случайному 
возмущению [23] стабильности жадного покрытия 
при сохранении основных маршрутов [19].

Таким образом, предложенный алгоритм обла-
дает доказуемыми свойствами: сохраняет связ-
ность остаточного графа; предоставляет прибли-
женную оценку центральности с контролируемой 
погрешностью; обеспечивает аппроксимацию по-
крытия кратчайших путей с теоретической грани-
цей; демонстрирует непрерывную зависимость от 
параметров слоев и устойчив к случайным шумам 
[29]. Эти характеристики обосновывают как кор-
ректность метода, так и его применимость для ана-
лиза критических связей в многослойных сетевых 
структурах.

СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ 
СУЩЕСТВУЮЩИХ АЛГОРИТМОВ

Современные алгоритмы извлечения критиче-
ских ребер в графах делятся на несколько направ-
лений: спектральные методы разрежения; оценка 
посредничества через семплирование; меры зна-
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чимости ребер (salience); структурное упрощение 
на основе модульности и методы редукции, сохра-
няющие многослойность.

Несмотря на разнообразие подходов, их адапта-
ция к многослойным сетям остается ограниченной. 
Далее представлены наиболее релевантные реше-
ния, сопоставленные с предлагаемым методом.

1. Спектральное разрежение (Spectral 
Sparsification). Алгоритмы спектрального разре-
жения направлены на сохранение энергетических 
характеристик графа путем приближенного сохра-
нения матрицы лапласиана. Эти методы находят 
широкое применение в задаче эффективной симу-
ляции процессов на графах, но не обладают целе-
направленным механизмом извлечения уязвимых 
(критических) ребер. Более того, в контексте мно-
гослойных графов агрегированное представление 
и потеря семантики слоев приводят к искажению 
локальных структур [30]. Преимущество заключается 
в сохранении спектральной связности, но отсутствие 
маршрутной семантики делает данный подход ма-
лопригодным для задач структурной диагностики.

2. Оценка центральности через случай-
ное семплирование (ABRA). Метод ABRA 
(Approximated Betweenness via Randomized 
Algorithms) [6] предлагает приближенную оценку 
посреднической центральности на базе ограни-
ченного количества случайных пар вершин и соот-
ветствующих кратчайших путей. При достаточно 
большом числе выборок алгоритм дает теорети-
ческую гарантию на оценку с погрешностью не 
выше ε. Этот метод обладает высокой масштаби-
руемостью и стохастическими гарантиями точно-
сти. Однако их эффективность снижается в случае 
шумных или дублированных слоев [31], где мно-
гослойность приводит к нестабильности оценки 
при слабом различении маршрутов. Тем не ме-
нее данный подход высокоэффективен в условиях 
ограниченных вычислительных ресурсов и для 
эвристической оценки структуры больших сетей.

3. Значимость ребер по устойчивости мар-
шрутов (Edge Salience). Подходы оценки значи-
мости ребер на основе устойчивости маршрутов — ​
так называемая salience-анализ — ​предполагают 

Таблица / Table

Сравнительный анализ современных алгоритмов извлечения критических ребер /  
Comparative Analysis of Modern Algorithms for Extracting Critical Edges

Criteria The proposed algorithm ABRA Spectral 
Sparsification Edge Salience

Сохранение связности Обеспечивается 
спектральным контролем

Не 
обеспечивается

Обеспечивается 
через лапласиан

Не 
контролируется

Контроль эффективного 
диаметра

Теоретически ограничен Не учитывается Сохраняется 
в среднем

Не 
контролируется

Точность центральности Гарантирована при 
спектральном коарснинге

Стохастическая 
при заданной 
погрешности

Не применяется Эвристическая 
оценка

Аппроксимация 
покрытия

Гарантирована жадной 
стратегией

Отсутствует Неприменима Отсутствует

Поддержка весов слоев Поддерживаются 
с параметризацией

Не 
поддерживаются

Не 
поддерживаются

Не 
поддерживаются

Устойчивость 
к структурному шуму

Доказана при 
ограниченном возмущении

Сильно 
деградирует

Частично 
сохраняется 
спектрально

Неустойчива

Работа с многослойной 
структурой

Полная поддержка 
с агрегацией и весами

Отсутствует Не различаются 
слои

Не различаются 
слои

Асимптотическая 
сложность

 ( ) log    log ⋅ +O L n n km n  ( )2  log −ε ⋅O n n  ( )2 log  O m m  ( ) O n m

Фокус на критические 
ребра

Явный, с глобальной 
оценкой

Через 
приближенную 
посредническую 
центральность

Отсутствует Через 
устойчивость 
маршрутов

Источник / Source: составлено авторами / Complied by the authors.
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вычисление степени включенности ребер в устой-
чивые маршруты между множествами вершин. 
Теоретической базой здесь является вероятность 
включения ребра в семейство кратчайших или 
почти кратчайших маршрутов при всевозможных 
перестановках нагрузки. Алгоритм позволяет вы-
являть ключевые ребра без учета глобальной цен-
тральности, но не чувствителен к весам слоев и не 
масштабируется для крупных сетей (см. таблицу).

Сравнительный анализ подтверждает, что боль-
шинство известных подходов либо обладают узкой 
специализацией, либо не обеспечивают требуемо-
го сочетания устойчивости, масштабируемости 
и теоретической обоснованности. Предлагаемый 
алгоритм объединяет преимущества стохастиче-
ской оценки, структурного контроля и алгоритми-
ческой эффективности, являясь универсальным 
инструментом извлечения критических ребер 
в сложных сетевых структурах.

ПРАКТИЧЕСКОЕ ПРИЛОЖЕНИЕ 
И ОГРАНИЧЕНИЯ

Предлагаемый алгоритм может применяться 
в задачах моделирования и прогнозирования 
распространения информации, мнений или эпи-
демий в сложных сетях, где важно выявление 
критических ребер, через которые проходит на-
ибольшая доля маршрутов. Особенно эффекти-
вен он в многослойных структурах — ​например, 
социальных платформах, транспортных или ком-
муникационных сетях — ​где влияние одного слоя 
не может быть учтено без взаимосвязей с други-
ми. Однако корректность прогноза зависит от со-
блюдения ряда допущений: предполагается, что 
динамика распространения аппроксимируется 
потоком по кратчайшим путям, что слои коррек-
тно агрегированы с учетом весов и что весовая 
структура отражает реальное влияние каналов 
передачи. Алгоритм менее применим в систе-
мах, где динамика имеет стохастическую или 
каскадную природу, с высокой долей латентных 
или нелокальных взаимодействий. Также эффек-
тивность может снижаться при наличии резких 
временных изменений или в графах с малой 
связностью.

ВЫВОДЫ
Предложен новый алгоритм, объединяющий спек-
тральный коарснинг, приближенную оценку цен-
тральности и жадное покрытие путей для выявле-
ния критических ребер в многослойных графах 
( )1 1/− e . Его отличительные черты: теоретическая 
обоснованность (доказаны свойства связности, ап-
проксимации и устойчивости); вычислительная эф-
фективность (сублинейная сложность относительно 
числа ребер); поддержка многослойной структуры 
(учет весов слоев и кросс-слойных взаимодействий).

Проведен формальный анализ свойств ал-
горитма, включающий сохранение надпороговой 
связности остаточного графа; контроль роста эффек-
тивного диаметра; гарантированную аппроксима-
цию посреднической центральности; устойчивость 
к структурному шуму и вариациям весов.

Выполнено сравнение с  существующими 
методами (спектральное разрежение, ABRA, edge 
salience), показывающее преимущество по масшта-
бируемости и поддержке многослойности; баланс 
между точностью, скоростью и теоретической обо-
снованностью; явный фокус на критические ребра 
с глобальной оценкой их роли.

Определены области практического примене-
ния: моделирование распространения информации 
и эпидемий; оценка структурной уязвимости соци-
альных, транспортных и коммуникационных сетей; 
прогнозирование каскадных сбоев и оптимизация 
устойчивости.

Выявлены ограничения модели: предполо-
жение о распространении по кратчайшим путям; 
априорная агрегация слоев без учета временной ди-
намики; сниженная эффективность в сетях с малой 
связностью или стохастической динамикой.

Намечены направления будущих исследова-
ний: обобщение на динамические и темпоральные 
сети; интеграция вероятностных моделей распро-
странения; эмпирическая валидация на реальных 
данных различной природы.

Таким образом, разработанный алгоритм пред-
ставляет собой универсальный инструмент для анали-
за критических связей в сложных сетевых структурах, 
сочетающий теоретическую строгость, вычислитель-
ную эффективность и практическую применимость.
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